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Triangle de Pascal et triangle de Sierpi«ski
0 1 2 3 4 5 6 7
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
2 1 2 1 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 0 0 0 0
4 1 4 6 4 1 0 0 0
5 1 5 10 10 5 1 0 0
6 1 6 15 20 15 6 1 0
7 1 7 21 35 35 21 7 1
Coeﬃcients binomiaux classiques :(
m
k
)
=
m!
(m− k)! k!
Construction du triangle de Sierpi«ski :
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Au commencement... le mot
Déﬁnition : Un mot ﬁni est une suite ﬁnie de lettres appartenant
à un ensemble ﬁni appelé alphabet.
Coeﬃcient binomial de mots
Le coeﬃcient binomial
(
u
v
)
de deux mots ﬁnis u et v est le nombre
de fois que le mot v apparaît dans u en tant que sous-suite.
Exemple : u = 101001 = u1u2 · · ·u6 et v = 101(
101001
101
)
=
6
car
u1u2u3 = u1u2u6 = u1u4u6 = u1u5u6 = u3u4u6 = u3u5u6 = 101
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Remarque : Généralisation des coeﬃcients binomiaux d'entiers :
si l'alphabet contient une lettre {a}(
am
ak
)
=
(
m
k
)
∀m, k ∈ N
Idée : S'intéresser au triangle de Pascal et au triangle de Sierpi«ski
en considérant les coeﬃcients binomiaux de mots
 Sur quel alphabet ? Quels mots ?
Une généralisation du triangle de Pascal Introduction 6 / 47
Remarque : Généralisation des coeﬃcients binomiaux d'entiers :
si l'alphabet contient une lettre {a}(
am
ak
)
=
(
m
k
)
∀m, k ∈ N
Idée : S'intéresser au triangle de Pascal et au triangle de Sierpi«ski
en considérant les coeﬃcients binomiaux de mots
 Sur quel alphabet ? Quels mots ?
Une généralisation du triangle de Pascal Introduction 6 / 47
Déﬁnitions :
• rep2(n) : représentation gloutonne de n ∈ N0 en base 2 qui
commence par 1
• rep2(0) := ε où ε est le mot vide
• Ln = ({ε} ∪ 1{0, 1}∗) ∩ {0, 1}≤n ∀n ≥ 0
#Ln = 2
n ∀n ≥ 0
 Sur quel alphabet ? {0, 1}
 Quels mots ? Les représentations en base 2 triées selon l'ordre
généalogique (par longueur, puis selon l'ordre du dictionnaire)
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Premières valeurs du triangle de Pascal généralisé
v
ε 1 10 11 100 101 110 111
ε 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
10 1 1 1 0 0 0 0 0
u 11 1 2 0 1 0 0 0 0
100 1 1 2 0 1 0 0 0
101 1 2 1 1 0 1 0 0
110 1 2 2 1 0 0 1 0
111 1 3 0 3 0 0 0 1
En orange : le triangle de Pascal classique
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• Grille : intersection de N2 avec la région [0, 2n]× [0, 2n]
N2 ∩ [0, 2n]2
0
1
· · ·
2n − 1
2n
0 1 · · · 2n − 1 2n
(
0
0
) (
0
1
) · · · ( 0
2n−1
)
(
1
0
) (
1
1
) · · · ( 1
2n−1
)
· · · · · · . . . · · ·
(
2n−1
0
) (
2n−1
1
) · · · (2n−1
2n−1
)
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• Colorier la grille : les 2n premières lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal classique((
m
k
)
mod 2
)
0≤m,k<2n
• blanc si (mk ) ≡ 0 mod 2
• noir si (mk ) ≡ 1 mod 2
Renormaliser par une homothétie de rapport 1/2n
 une suite de [0, 1]× [0, 1]
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Les éléments 0 à 5 de la suite
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L'élément 9 de la suite
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Lien entre les deux triangles
F. von Haeseler, H. O. Peitgen, G. Skordev (1992)
Cette suite converge, selon la distance de Hausdorﬀ, vers le tri-
angle de Sierpi«ski (lorsque n tend vers l'inﬁni).
Déﬁnitions :
• -épaissi d'un sous-ensemble S ⊂ R2
[S] :=
⋃
x∈S
B(x, )
• (H(R2), dh) espace des compacts non vides de R2 muni de la
distance de Hausdorﬀ dh
dh(S, S
′) = min{ ∈ R+ | S ⊂ [S′] et S′ ⊂ [S]}
Espace complet
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Questions :
• Après coloriage et renormalisation du triangle de Pascal gé-
néralisé, peut-on espérer avoir une convergence vers un objet
limite similaire au triangle de Sierpi«ski ?
• Peut-on décrire cet objet limite ?
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Représentations graphiques
Posons
L = {ε} ∪ 1{0, 1}∗ = {ε, 1, 10, 11, 100, 101, . . .}.
• L est ordonné généalogiquement
Une généralisation du triangle de Pascal Quelques déﬁnitions 16 / 47
Représentations graphiques
• Grille : intersection de N2 avec la région [0, 2n]× [0, 2n]
N2 ∩ [0, 2n]2
0
1
· · ·
2n − 1
2n
0 1 · · · 2n − 1 2n
(
rep2(0)
rep2(0)
) (
rep2(0)
rep2(1)
) · · · ( rep2(0)
rep2(2
n−1)
)
(
rep2(1)
rep2(0)
) (
rep2(1)
rep2(1)
) · · · ( rep2(1)
rep2(2
n−1)
)
· · · · · · . . . · · ·
(
rep2(2
n−1)
rep2(0)
) (
rep2(2
n−1)
rep2(1)
) · · · (rep2(2n−1)
rep2(2
n−1)
)
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Représentations graphiques
• Colorier la grille : les 2n premières lignes et colonnes du tri-
angle de Pascal généralisé((
rep2(m)
rep2(k)
)
mod 2
)
0≤m,k<2n
 Déﬁnition de (Tn)n≥0 :
  Tn ⊂ [0, 2n] × [0, 2n] : compact (union ﬁnie de carrés uni-
taires)
Renormaliser par une homothétie de rapport 1/2n
 Déﬁnition de (Un)n≥0 dans [0, 1]× [0, 1] :
  Un := Tn2n compact
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Les ensembles U0 à U5
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L'ensemble U9
Observation : Segments de diﬀérentes pentes 1, 2, 4, 8, · · ·
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L'ensemble U9
Observation : Segments de diﬀérentes pentes 1, 2, 4, 8, · · ·
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La condition (?)
La condition (?)
Soit (u, v) ∈ L × L. Le couple (u, v) satisfait la condition (?) si
(u, v) 6= (ε, ε),(
u
v
)
≡ 1 mod 2,
(
u
v0
)
= 0 et
(
u
v1
)
= 0.
Lemme : Si (u, v) ∈ L× L satisfait (?), alors (u0, v0) et (u1, v1)
satisfont aussi (?).
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Conséquence du lemme
Convergence vers la diagonale du premier carré :
• La région carrée de taille 1/8 noircie dans U3  (101, 11) qui
satisfait (?)
• Deux régions carrées de taille 1/16 dans U4
• Quatre régions carrée de taille 1/32 dans U5
Chaque couple satisfait (?) par le lemme précédent.
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Déﬁnition de A0
Déﬁnition : Soit (u, v) in L × L tel que |u| ≥ |v| ≥ 1
Segment Su,v ⊂ [0, 1]× [1/2, 1]
• de pente 1
• de longueur √2 · 2−|u|
• d'extrémités
Au,v := (0.0
|u|−|v|v, 0.u) et Bu,v := Au,v + (2−|u|, 2−|u|)
Déﬁnition :
A0 :=
⋃
(u,v)
satisfaisant(?)
Su,v ⊂ [0, 1]× [1/2, 1]
 Compact (fermeture d'une union dénombrable de segments)
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Une estimation de A0 obtenue avec des mots de longueur
≤ 6
Point : couple (u, v) satisfaisant (?) avec |u| ≤ 6
Représentation de tous les segments Su,v correspondant
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Déﬁnition de la suite (An)n≥0
Déﬁnitions :
• c homothétie de centre (0, 0) et de rapport 1/2
• h : (x, y) 7→ (x, 2y)
•
An :=
⋃
0≤i≤n
0≤j≤i
hj(ci(A0))
 An compact (modiﬁcation de A0 via c et h)
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Un sous-ensemble de A2
• En noir : deux segments d'origine dans A0
• En rouge : une application de c éventuellement suivie d'une
application de h
• En bleu : deux applications de c suivies par au plus deux
applications de h
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Existence d'un objet limite L
Lemme : La suite (An)n≥0 est de Cauchy.
Déﬁnition :
(An)n≥0 de Cauchy
(H(R2), dh) espace métrique complet︸ ︷︷ ︸
⇒ la limite de (An)n≥0 est un compact bien déﬁni noté L
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Une approximation de l'objet limite L obtenue avec des
mots de longueur ≤ 8 et au maximum 4 applications des
fonctions c et h
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Convergence de (Un)n≥0 vers L
Théorème
La suite (Un)n≥0 converge vers L.
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Extension modulo p
Uniquement des coeﬃcients binomiaux impairs
Extension à un contexte plus général :
p un nombre premier ﬁxé
r ∈ {1, . . . , p− 1}
Tn  Tn,r :=
⋃{
(val2(v), val2(u)) +Q | u, v ∈ Ln,
(
u
v
)
≡ r mod p
}
⊂ [0, 2n]× [0, 2n]
Un  Un,r :=
Tn,r
2n
 Adaptation des raisonnements, constructions et résultats
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Exemple avec p = 3
À gauche : U7,2 (coeﬃcients binomiaux congrus à 2 modulo 3)
À droite : une approximation de l'objet limite L correspondant
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Nombre de coeﬃcients binomiaux positifs par ligne dans
le triangle de Pascal généralisé
Rappel : Triangle de Pascal généralisé
v
ε 1 10 11 100 101 110 111
ε 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
10 1 1 1 0 0 0 0 0
u 11 1 2 0 1 0 0 0 0
100 1 1 2 0 1 0 0 0
101 1 2 1 1 0 1 0 0
110 1 2 2 1 0 0 1 0
111 1 3 0 3 0 0 0 1
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Déﬁnition de la suite (S(n))n≥0
Déﬁnition : Pour tout n ≥ 1
S(n) := nombre de naturels strictement positifs
dans la nème ligne du triangle de Pascal généralisé
S(0) := 1
Premiers termes de (S(n))n≥0 :
1, 1, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 4, 5, 7, 8, 7, 7, 8, 7, 5,
6, 9, 11, 10, 11, 13, 12, 9, 9, 12, 13, 11, 10, . . .
Pour tout n ≥ 1,
S(n) = #
{
v ∈ L |
(
rep2(n− 1)
v
)
> 0
}
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La suite (S(n))n≥0 dans l'intervalle [0, 256]
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Proposition : Pour tout ` ≥ 1 et 1 ≤ r ≤ 2`
(S(n))n≥0 satisfait
S(0) = S(1) = 1
S(2) = 2
et
S(2` + r) =
{
S(2`−1 + r) + S(r), si 1 ≤ r ≤ 2`−1
S(2`+1 − r + 1) si 2`−1 + 1 ≤ r ≤ 2`
En particulier, (S(n))n≥0 est la suite A007306 de l'Encyclopédie
en ligne des suites entières.
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Quelques propriétés de la suite (S(n))n≥0
Déﬁnitions : s = (s(n))n≥0 une suite
• Le 2-noyau de s est l'ensemble
K2(s) = {(s(2in+ j))n≥0| i ≥ 0 et 0 ≤ j < 2i}
= {(s(n))n≥0, (s(2n))n≥0, (s(2n+ 1))n≥0, (s(4n))n≥0,
(s(4n+ 1))n≥0, (s(4n+ 2))n≥0, (s(4n+ 3))n≥0, . . .}
• s est 2-automatique si son 2-noyau est ﬁni
• s est 2-régulière s'il existe un nombre ﬁni de suites
(t1(n))n≥0, . . . , (t`(n))n≥0 ∈ K2(s)
telles que toute suite de K2(s) est une combinaison linéaire
à coeﬃcients dans Z des suites t1, · · · , t`
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Proposition : (S(n))n≥0 satisfait
S(4n) = −S(n+ 1) + S(2n) + S(2n+ 1)
S(4n+ 1) = −S(n) + S(2n) + S(2n+ 1)
S(4n+ 2) = 4S(n+ 1)− S(2n+ 2)
S(4n+ 3) = 4S(n+ 1)− S(2n+ 1)
pour tout n ∈ N
En particulier, (S(n))n≥0 est 2-régulière.
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Proposition : (S(n))n≥0 satisfait
S(4n) = −S(n+ 1) + S(2n) + S(2n+ 1)
S(4n+ 1) = −S(n) + S(2n) + S(2n+ 1)
S(4n+ 2) = 4S(n+ 1)− S(2n+ 2)
S(4n+ 3) = 4S(n+ 1)− S(2n+ 1)
pour tout n ∈ N
En particulier, (S(n))n≥0 est 2-régulière.
Une généralisation du triangle de Pascal Travail en cours... 40 / 47
Déﬁnition : s = (s(n))n≥0 est 2-synchronisé si le langage
{rep2(n, s(n)) | n ∈ N}
est accepté par un automate ﬁni, i.e. est régulier.
A. Carpi, C. Maggi (2001)
• Une suite 2-automatique est 2-synchronisée.
• Une suite 2-synchronisée est 2-régulière.
Proposition : La suite (S(n))n≥0 n'est pas 2-synchronisée.
En particulier, elle n'est pas non plus 2-automatique.
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Encore à faire...
Extension aux
• Langages des représentations dans une autre base que la base
2
• Langage de Fibonacci (interdiction de deux 1 consécutifs)
• Langage de Tribonacci (interdiction de trois 1 consécutifs)
• Langage de m-bonacci (interdiction de m 1 consécutifs)
• ...
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